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Для линеаризованных квазигидродинамических уравнений в баротроп-
ном приближении доказана теорема о единственности классического
решения поставленной начально-краевой задачи. Установлена асимпто-
тическая устойчивость равновесного решения. Выписана симметричная
форма линеаризованной системы в инвариантах Римана для одномер-
ных нестационарных течений.
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Введение
Феноменологический вывод квазигидродинамической (КГД) системы для сжи-
маемой вязкой теплопроводной среды был предложен автором в [1]. Эта система
стала предметом многочисленных исследований [2]. КГД уравнения являются тер-
модинамически согласованными и для них справедлива теорема о возрастании
полной энтропии в теплоизолированном объеме. Кроме того, система КГД обла-
дает семейством точных физически адекватных решений.
Баротропное приближение квазигидродинамической системы было впервые
выписано А.А. Злотником [3]. При определенных ограничениях на уравнения сос-
тояния и выражения для диссипативных коэффициентов эта система является
равномерно параболической по Петровскому, что позволило сформулировать для
нее локальную по времени теорему о существовании и единственности решения
задачи Коши. Для линеаризованной КГД системы доказана глобальная по време-
ни теорема о существовании и единственности обобщенного решения поставленной
начально-краевой задачи из подходящего энергетического класса. Исследованию
уранения баланса энергии для КГД системы в баротропном приближении посвя-
щены работы [4,5]. Теоремы о единственности классического решения различных
вариантов КГД систем доказаны в [6–9].
В данной статье эти исследования продолжены. Для линеаризованной квази-
гидродинамической системы в баротропном приближении поставлена начально-
краевая задача и дано определение ее классического решения. Доказана теорема о
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единственности классического решения в предположении, что таковое существует.
Методом энергетических неравенств установлена асимптотическая устойчивость
равновесного решения. Выписана симметричная форма линеаризованной системы
в инвариантах Римана для одномерных нестационарных течений.
1. Квазигидродинамические уравнения в баротропном приближении




+ div (𝜌?⃗?) = div (𝜌?⃗?), (1.1)
𝜕(𝜌?⃗?)
𝜕𝑡
+ div (𝜌?⃗?⊗ ?⃗?) +∇𝑝 = div Π+













𝜌(?⃗? · ∇)?⃗? +∇𝑝)︀.
Символом 𝐼 обозначен единичный тензор-инвариант второго ранга. Систему замк-
нем уравнением состояния
𝑝 = 𝑝(𝜌).
Будем считать, что сплошная среда представляет собой идеальный политропный






где 𝛾 = 𝑐𝑝/𝑐𝑣 – показатель адиабаты, 𝑐𝑣 и 𝑐𝑝 – удельные теплоемкости при пос-
тоянном объеме и давлении соответственно, 𝑝0 и 𝜌0 – заданные положительные
константы. Заметим, что 𝛾 > 1 и 𝑝′(𝜌) > 0 для положительных значений 𝜌. К
системе необходимо также добавить зависимость
𝜂 = 𝜂(𝑇 )






где 𝜂0 – известное значение коэффициента 𝜂 при температуре 𝑇0, 𝜔 – заданное
число из промежутка [0.5, 1]. Термодинамические параметры газа – плотность 𝜌,
давление 𝑝 и температура 𝑇 подчиняются уравнению Менделеева–Клапейрона
𝑝 = 𝜌R𝑇. (1.5)
Символом R обозначена газовая постоянная. В частности, константы 𝜌0, 𝑝0 и 𝑇0
связаны соотношением
𝑝0 = 𝜌0R𝑇0.
ЕДИНСТВЕННОСТЬ КЛАССИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ... 139





где 𝑆𝑐 – число Шмидта. Для определенности будем рассматривать одноатомный
газ твердых шаров. Тогда 𝜔 = 1/2, 𝛾 = 5/3, 𝑆𝑐 = 3/4. Если таким газом является
гелий, то R = 2.0785 · 103 Дж/(кг · K). Квазигидродинамическая система в баро-
тропном приближении (1.1) – (1.2) замкнута относительно неизвестных функций
– плотности 𝜌 = 𝜌(?⃗?, 𝑡), скорости ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡) и давления 𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡).

































+ div (𝜌?⃗?) = div (𝜌?⃗?), (1.8)
𝜕(𝜌?⃗?)
𝜕𝑡
+ div (𝜌?⃗?⊗ ?⃗?) +∇𝑝 = div Π+
+div [(𝜌?⃗? ⊗ ?⃗?) + (𝜌?⃗?⊗ ?⃗?)]. (1.9)
2. Линеаризованные квазигидродинамические уравнения в баротропном
приближении. Постановка начально–краевой задачи
Пусть
𝜌 = 𝜌0, ?⃗? = 0, 𝑝 = 𝑝0
– равновесное решение системы (1.8) – (1.9). Будем искать ее решение в виде
𝜌 = 𝜌0 + ̃︀𝜌, ?⃗? = ̃⃗︀𝑢, 𝑝 = 𝑝0 + ̃︀𝑝.
Величины, помеченные знаком «тильда», считаются малыми. Подставив 𝜌, ?⃗?, 𝑝
в (1.8) – (1.9), пренебрежем произведениями малых величин и их производных.
Затем опустим знаки «тильда». Получим линеаризованную квазигидродинами-






















Символом ∆ обозначен оператор Лапласа. При этом выполнены соотношения
𝜂0 = 𝑝0𝜏0𝑆𝑐, 𝑝0 = 𝜌0R𝑇0, 𝑐𝑠0 =
√︀
𝛾R𝑇0.
Пусть 𝑉 – ограниченная, объемно и поверхностно односвязная область в евк-
лидовом пространстве R3?⃗? с кусочно-гладкой границей 𝜕𝑉 , 𝑉 = 𝑉 ∪ 𝜕𝑉 – ее за-
мыкание, ?⃗? = ?⃗?(?⃗?) – вектор внешней единичной нормали к 𝜕𝑉 в точке ?⃗? ∈ 𝜕𝑉 ,
𝑄 = 𝑉 ×[0, 𝑇𝑓 ] – ограниченный цилиндр в R3?⃗?×R𝑡, 𝑄 = 𝑉 ×[0, 𝑇𝑓 ] – его замыкание,
𝑇𝑓 – фиксированное положительное число или символ +∞. Параметр 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ]







= 𝑝*(?⃗?), ?⃗? ∈ 𝑉 , (2.3)









= 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ]. (2.4)
Здесь ?⃗?*(?⃗?) ∈ C2(𝑉 ) ∩C1(𝑉 ) и 𝑝*(?⃗?) ∈ 𝐶2(𝑉 ) ∩ 𝐶1(𝑉 ) – заданные функции. Поле
?⃗?*(?⃗?) обращается в нуль на 𝜕𝑉 . Будем также считать, что∫︁
𝑉
𝑝* 𝑑𝑉 = 0. (2.5)
Символом 𝐶2𝛼,𝛼?⃗?, 𝑡 (𝑄), где 𝛼 – натуральное число, обозначим класс непрерывных








для любых целых и неотрицательных чисел 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 и 𝛽, подчиняющихся нера-
венству 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 2𝛽 6 2𝛼. Класс C2𝛼,𝛼?⃗?, 𝑡 (𝑄) состоит из вектор–функций 𝑓 =
𝑓(?⃗?, 𝑡) = (𝑓1(?⃗?, 𝑡), 𝑓2(?⃗?, 𝑡), 𝑓3(?⃗?, 𝑡)), каждая компонента 𝑓𝑖 которых принадлежит
𝐶2𝛼,𝛼?⃗?, 𝑡 (𝑄).
Определение 1. Классическим решением начально–краевой задачи (2.1) –
(2.2), (2.3) – (2.4) назовем функции ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡) ∈ C2,1?⃗?,𝑡(𝑄) ∩ C1(𝑄) и 𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡) ∈
𝐶2,1?⃗?,𝑡 (𝑄) ∩𝐶1(𝑄), удовлетворяющие при всех (?⃗?, 𝑡) ∈ 𝑄 уравнениям (2.1) – (2.2), а
также условиям (2.3) – (2.4).
3. Основное энергетическое равенство. Единственность классического
решения
Исследуем свойства классического решения, предполагая, что при некоторых
начальных данных оно существует.
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Теорема 1. На любом классическом решении начально-краевой задачи (2.1) –

































скалярное произведение одинаковых тензоров.
Доказательство. Умножим уравнения (2.1) на 𝑝, а уравнение (2.2) скалярно на






















+ (?⃗? · ∇)𝑝 = div (︀Π · ?⃗?)︀−Π : (︀∇⊗ ?⃗?)︀ =
= div
(︀
Π · ?⃗?)︀− 1
2
Π :
(︁(︀∇⊗ ?⃗?)︀+ (︀∇⊗ ?⃗?)︀𝑇)︁ =
= div
(︀











Π · ?⃗?)︀− (Π : Π)
2𝜂0
. (3.4)
Сложив (3.3) и (3.4), преобразуем результат к виду (3.1).
Теорема 2. Классическое решение поставленной начально-краевой задачи явля-
ется единственным.












Проинтегрируем (3.1) по множеству 𝑉 . Затем воспользуемся правилом Лейбница и








Неотрицательная величина 𝛹 определена формулой (3.2). Функция (3.5) принадле-
жит классу гладкости 𝐶1([0, 𝑇𝑓 ]). Из (3.6) вытекает, что она является убывающей.
Поэтому
𝜙(𝑡) 6 𝜙(0), 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ]. (3.7)
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= 0, ?⃗? ∈ 𝑉 ,
неравенство (3.7) принимает вид
𝜙(𝑡) 6 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ]. (3.8)







𝑑𝑉 𝑑𝑡 6 0.
Если учесть непрерывность и неотрицательность подынтегрального выражения в
𝑄, то приходим к заключению о том, что
?⃗?(?⃗?, 𝑡) = 0, 𝑝(?⃗?, 𝑡) = 0
для всех (?⃗?, 𝑡) ∈ 𝑄. В силу линейности задачи это означает, что она имеет един-
ственное решение.
4. Обобщенное неравенство Корна. Неравенства Фридрихса и Пуанкаре
Для дальнейшего изучения свойств решений поставленной начально-краевой
задачи потребуются следующие результаты.
Теорема 3 (обобщенное неравенство Корна). Для любой вектор-функции ?⃗? =

















Теорема 4 (неравенство Фридрихса). Для любой вектор-функции ?⃗? = ?⃗?(?⃗?) класса
C1(𝑉 ), обращающейся в нуль на 𝜕𝑉 , выполняется оценка∫︁
𝑉









где 𝑐𝐹 – положительная постоянная, зависящая только от геометрических ха-
рактеристик 𝑉 .
Теорема 5 (неравенство Пуанкаре). Для любой функции 𝑝 = 𝑝(?⃗?) класса 𝐶1(𝑉 ),
удовлетворяющей условию ∫︁
𝑉
𝑝 𝑑𝑉 = 0,
выполняется оценка ∫︁
𝑉




где 𝑐𝑃 – положительная константа, зависящая только от геометрических ха-
рактеристик 𝑉 .
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Доказательство (4.1) можно найти, например, в [9]. Информация о неравенст-
вах (4.2) и (4.3) имеется в [10].
5. Асимптотическая устойчивость равновесного решения
Покажем, что равновесное решение
?⃗? = 0, 𝑝 = 0
системы (2.1) – (2.2) является асимптотически устойчивым.
Теорема 6. Существует положительная константа 𝛼, не зависящая от выбора
𝑇𝑓 , такая, что для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ] выполняется неравенство
𝜙(𝑡) 6 𝜙(0)𝑒−𝛼𝑡. (5.1)












Проинтегрируем (2.1) по множеству 𝑉 . Используя формулу Гаусса–Остроградско-





𝑝 𝑑𝑉 = 0. (5.3)





𝑝* 𝑑𝑉 = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ]. (5.4)
Оценим снизу правую часть (5.2) с помощью неравенств (4.1) – (4.3). Принимая
























































Здесь 𝑐𝐹 = 𝑐𝐹 (𝑉 ) и 𝑐𝑃 = 𝑐𝑃 (𝑉 ) – положительные константы Фридрихса и Пу-
анкаре соответственно, зависящие только от геометрических характеристик 𝑉 .




















6 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ].
Экспонента 𝑒−𝛼𝑡 принимает только положительные значения. Поэтому функция
𝜓(𝑡) = 𝑒𝛼𝑡𝜙(𝑡) является убывающей на [0, 𝑇𝑓 ]. В частности,
𝜓(𝑡) 6 𝜓(0) (5.7)
при всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ]. Неравенство (5.7) равносильно (5.1).
Следствие 1. Если 𝑇𝑓 = +∞, то 𝜙(𝑡) → 0 при 𝑡→ +∞.
Факт асимптотической устойчивости равновесного решения установлен.
6. Симметричная запись линеаризованных уравнений в инвариантах Ри-
мана для одномерных нестационарных течений




























Покажем, что уравнения (6.1) – (6.2) можно представить в симметричной форме.






























Введем в рассмотрение инварианты Римана
𝑟1 = 𝑢 +
𝑝
𝜌0𝑐𝑠0
, 𝑟2 = 𝑢− 𝑝
𝜌0𝑐𝑠0
. (6.5)
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Они используются при построении точных решений задачи Коши для классичес-








К уравнению (6.4) сначала прибавим, а затем вычтем (6.3). Учитывая соотношение









































































































































Матрица Λ является диагональной, а матрица 𝐴 симметрична и положительно
определена, поскольку ее главные угловые миноры
∆1 = 𝑎 > 0, ∆2 = 𝑎





















= 𝑅*(𝑥), 𝑥 ∈ R, (6.12)
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где 𝑅*(𝑥) – заданная вектор-функция.
Заключение
Аналитическое решение задачи Коши (6.11) – (6.12), по всей видимости, может
быть построено. Актуальными являются теоремы о существовании, единственно-
сти и свойствах решений нелинейной системы (1.1) – (1.2). Некоторые результаты
в этом направлении получены А.А. Злотником [3], [4] и автором [5].
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For linearized quasi–hydrodynamic equations in barotropic approximation
the theorem on the uniqueness of classical solution of posed initial boundary
value problem is proved. Asymptotic stability of equilibrium solution is
established. The symmetric form of linearized system in Riemann invariants
for one-dimensional non-stationary flows is written out.
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